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✉♥❡q✉❛❧❧② ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠✲
♠♦♥✇❡❛❧t❤ ♦❢ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙t❛t❡s ✭❈■❙✮✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❘✉ss✐❛✱ ❝♦✉♥✲
tr✐❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✐❧ ♦r ❣❛s ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❝♦❛❧ ♦r
✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✐❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❖P❊❈✲●✉❧❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦✇♥ ✹✾✳✻✪ ❛♥❞
✸✾✳✽✪ ♦❢ ✇♦r❧❞ r❡s❡r✈❡s ♦❢ ♦✐❧ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❣❛s✱ ❜✉t ♦♥❧② ✵✳✶✪ ♦❢ ❝♦❛❧ r❡s❡r✈❡s
❛♥❞ t❤❡✐r r❡s❡r✈❡s ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✐❧ ❛r❡ ♥✐❧✳ ■❢ ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ❝♦❛❧ ♦r ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✲♦✐❧ ♦✇♥❡rs ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ❣❛s
♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✲♦✐❧ ♦✇♥❡rs✱ ❖P❊❈✲●✉❧❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ r✐❝❤❡r ❛s ❛ r❡✲
s✉❧t ♦❢ ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ♠♦r❡
♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡
❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝❛♣t✉r✲
✐♥❣ r❡♥ts ❢r♦♠ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ✈✐❛ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✭❇❡r❣str♦♠
✶✾✽✷✱ ❲✐r❧ ✶✾✾✺✱ ❘✉❜✐♦ ✫ ❊s❝r✐❝❤❡ ✷✵✵✶✱ ▲✐s❦✐ ✫ ❚❛❤✈♦♥❡♥ ✷✵✵✹✮ ♦r ✈✐❛ t❛r✐✛s
✭❇r❛♥❞❡r ✫ ❉❥❛❥✐❝ ✶✾✽✸✱ ❑❛r♣ ✶✾✽✹✮✳ ❖✉r ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t t❛①✐♥❣ CO2 ❡♠✐s✲
s✐♦♥s ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♦✇♥❡rs ✇❤♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡♠✱ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡r❡ ❜❡✐♥❣ ❛♥② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ❡①tr❛ r❡♥t✳
❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ♠❛❞❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠✲
♣❛❝t ♦❢ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❑②♦t♦ Pr♦t♦❝♦❧ ♦♥ ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♣r✐❝❡s
❛♥❞ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s r❡✈❡♥✉❡s✳ ▼♦st ✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣②✲❡❝♦♥♦♠✐❝
♠♦❞❡❧s ❤❛s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❖P❊❈ ✇✐❧❧ s✉✛❡r ❧♦ss❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❑②♦t♦ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❇❡r♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✱ ●❤❛♥❡♠ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✱ ▼❝❑✐❜❜✐♥
❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✱ ❇❛rts❝❤ ✫ ▼ü❧❧❡r ✷✵✵✵✱ P♦❧✐❞❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ✜❣✉r❡ ❢♦r
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❑②♦t♦ Pr♦t♦❝♦❧ ♦♥ ❖P❊❈ ♦✐❧ r❡✈❡♥✉❡s ✐s ❛ ✶✸✪ ❢❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❑②♦t♦ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✷✵✶✵ ✭▼❝❑✐❜❜✐♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✮✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤✐s
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ s✉❣❣❡st t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ♠❛② r❡❞✉❝❡ ❧♦ss❡s
❢♦r ❖P❊❈ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r♦❧❡ t❤❡② ♣❧❛② ✐♥ ❞❡t❛✐❧✿ ❝❛r❜♦♥
❧❡❛❦❛❣❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❑②♦t♦ Pr♦t♦❝♦❧✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢
♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s ❢♦r ♠♦r❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s s✉❝❤ ❛s ❝♦❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛✈❛✐❧✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳✸ ❆ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s
✸❇❛r♥❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ❛❧s♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ ❛s r❡❞✉❝✐♥❣
❝♦❛❧ s✉❜s✐❞✐❡s✱ ♠❡❛s✉r❡s t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✸
P❡rss♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈❛rr②✐♥❣ ♦✉t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❡❝♦♥♦♠✐❝
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ✜♥❞ t❤❛t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✲♦✐❧ ♣r♦✜ts ❛❝t✉❛❧❧② r✐s❡ ❞✉❡
t♦ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛rt✐❝❧❡s ❤❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳
❖✉r ♣❛♣❡r ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts
♦❢ ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♦✇♥❡rs✳ ❲❡ t❤✉s ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛r❜♦♥ t❛①✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❡tt✐♥❣s✿ ✇✐t❤ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡
CO2 st♦❝❦ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✭❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✮ ♦r s❡✈❡r❛❧ ✭❈❤❛❦r❛✈♦rt②
❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✱ ♦r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❢♦ss✐❧
❢✉❡❧ ✭❯❧♣❤ ✫ ❯❧♣❤ ✶✾✾✹✱ ❚❛❤✈♦♥❡♥ ✶✾✾✼✮ ♦r s❡✈❡r❛❧ ✭✈❛♥ ❞❡r P❧♦❡❣ ✫ ❲✐t❤❛❣❡♥
✷✵✶✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ❤❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ❤♦✇ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛r❜♦♥ t❛①❡s
❛✛❡❝t ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♣r♦✜ts✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❍♦t❡❧❧✐♥❣✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧
✇❤❡r❡ t❤❡ CO2 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t ✉♥❞❡r ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤✲
♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠
❛ ❑②♦t♦✲❧✐❦❡ Pr♦t♦❝♦❧✱ ♦r ❛s t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❝❛r❜♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐❢ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❜✐♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ CO2
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥✲
♥❡r s❡❡❦s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞
♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✱ t❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥✲
❝❛♣ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❆s ✐♥ ✈❛♥ ❞❡r P❧♦❡❣ ✫ ❲✐t❤❛❣❡♥ ✭✷✵✶✷✮✱ ❝♦♥s✉♠❡r ✉t✐❧✐t②
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤r❡❡ ♣❡r❢❡❝t✲s✉❜st✐t✉t❡ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s✿ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡✱ ❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥t ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡ ✭t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥t
❝❧❡❛♥ r❡s♦✉r❝❡ ✭t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣✮✳ ❊❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② ✐ts ❝❛r✲
❜♦♥ ❝♦♥t❡♥t✱ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ r❡s❡r✈❡s✳ ❙✐♥❝❡ s❝❛r❝❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥
❜❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦r ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥t ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ r❡❛❧
❧✐❢❡✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❆s ✐♥ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ✈❛♥ ❞❡r
P❧♦❡❣ ✫ ❲✐t❤❛❣❡♥ ✭✷✵✶✷✮✱ ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♦✇♥❡rs ❛r❡ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥❀✹ ♣r♦❢✲
❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❛❜❛♥❞♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❖P❊❈ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝❛r❜♦♥ s✐♥❦s ♠❛② ❧✐♠✐t t❤❡ ❧♦ss❡s ♦❢ ❖P❊❈ ❝♦✉♥tr✐❡s✳
✹❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✭❊③③❛t✐ ✶✾✼✻✱ ▼❛❝❆✈♦② ✶✾✽✷✱ ❱❡r❧❡❣❡r ✶✾✽✷✮
❡①♣❧❛✐♥ ♦✐❧ ♣r✐❝❡s ❝❤❛♥❣❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳
✹
✐ts ❛r❡ t❤✉s ♦♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② r❡s♦✉r❝❡ s❝❛r❝✐t②✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡
s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡ ❛ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❜✉t ❝❛♥♥♦t ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡s♦✉r❝❡ ♦r s❡t ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛① ♦♥ ❡❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡✳
❚❤❡ ●r❡② P❛r❛❞♦① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ♦✇♥❡rs ♦❢ ♥♦t✲
t♦♦✲♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ♠❛② r✐s❡ ❞✉❡ t♦ ✭♦♣t✐♠❛❧✮ ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥✳
❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ♣❛t❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ t♦ ❜❡ ❞❡❝❡♥✲
tr❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s
✉s❡❞✳ ❚❤✐s t❛① ♠✉st ❡q✉❛❧ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦✜t
✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❤♦✇ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ❛s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ❢❛❧❧s✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ ♣r♦✜ts✱ ✐s s❤♦✇♥
t♦ ❜❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑
♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✿ t❤❡✐r ♥♦t✲t♦♦✲♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡①✲
❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✭♦r ✇✐❧❧ ❜❡✮ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛①✱ t❤✐s t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦❢✲
✐ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡
❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✿ t❤❡✐r r❡s♦✉r❝❡ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝❛r❜♦♥
t❛①✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❡ ❛♥❞ t❤✉s t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡✐r ♣r♦❢✲
✐ts✳ ■❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡✱
t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥✲
❡rs ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞✿ ✭✐✮ ✐ts ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤❀ ✭✐✐✮ ✐ts
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣❀ ✭✐✐✐✮ ✐ts ♣♦❧❧✉t✐♦♥
❝♦♥t❡♥t ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✮❀ ♦r ✭✐✈✮ ✐ts
✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡
t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
♣r♦✜ts ♦❢ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ❛❧❧♦✇s
❢♦r ❝❛♣t✉r✐♥❣ CO2 ❛t ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ t❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❛t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
♣r♦✜ts ♦❢ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❞✐s❝✉ss❡s s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡
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❈♦❛❧ ✷✶ ✾✺✷ ✹✼✸ ✽✾✸ ✶✶✵
❉❛t❛ ❢♦r r❡s❡r✈❡s ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ❇●❘ ✭✷✵✶✷✮✳ ✏❘❡s❡r✈❡s✑ ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡s ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡
❛t t♦❞❛②✬s ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t♦❞❛②✬s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ✏❘❡s♦✉r❝❡s✑ ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ❛♠♦✉♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❝✉rr❡♥t❧②
❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞✴♦r ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❛s♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉♥♣r♦✈❡♥ ❜✉t ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❡r❣②
r❡s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ✐♥ ❢✉t✉r❡✳ P♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ❣r❡❡♥❤♦✉s❡ ❣❛s ❝♦♥t❡♥ts ❢r♦♠
❇✉r♥❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ CO2 ❛♥❞ ♦t❤❡r ❣r❡❡♥❤♦✉s❡ ❣❛s❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵ ②❡❛rs✮✳ ❊❏
❂ ❡①❛❥♦✉❧❡s❀ ▼❏ ❂ ♠❡❣❛❥♦✉❧❡s✳ ✏❈♦♥✈✳✑ ❛♥❞ ✏❯♥❝♦♥✈✳✑ st❛♥❞ ❢♦r ✏❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✑ ❛♥❞ ✏❯♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✑✳
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❲♦r❧❞ r❡s❡r✈❡s✱ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s ✐♥ ✷✵✶✶
✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
✷✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✉t✐❧✐t② ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❡♥❡r❣② r❡s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥ ❞❡♠❛♥❞✱ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❛♥
❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦❧❧✉t✐♥❣✱ ✐♥ q✉❛♥t✐t② X0e ✱ ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣♦❧❧✉t✲
✐♥❣ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐❜❧❡ ❝❧❡❛♥ r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧s
e✱d✱b r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✏❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✑✱ ✏❞ ✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✑ ❛♥❞
✏❝❧❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣✑✳ ❚❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ Re✱ Rd ❛♥❞ Rb✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
✢♦✇ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ i✱ i = {e, d, b}✱ ✐s xi(t)✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ✐s t❤✉s
u(xe(t) + xd(t) + xb(t))✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s D(.)✱ ❛♥❞
pi✱ i = {e, d, b}✱ ❛r❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ θi ❛s t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t
♦❢ r❡s♦✉r❝❡ i✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ i ❧❡❛❞s t♦ θi ✉♥✐ts ♦❢ CO2✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t 0 < θe < θd ❛♥❞ t❤❛t θb = 0✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ i ✐s
✻
❖✐❧ ◆❛t✉r❛❧ ❣❛s ❈♦❛❧
❚♦t❛❧ ❈♦♥✈✳ ❯♥❝♦♥✈✳ ❚♦t❛❧ ❈♦♥✈✳ ❯♥❝♦♥✈✳
❊✉r♦♣❡ ✶✳✵ ✶✳✸ ✵✳✵ ✷✳✷ ✷✳✸ ✵✳✵ ✽✳✻
❈■❙ ✽✳✶ ✶✵✳✹ ✵✳✵ ✸✶✳✾ ✸✷✳✼ ✶✳✵ ✷✵✳✼
❆❢r✐❝❛ ✽✳✸ ✶✵✳✼ ✵✳✵ ✼✳✺ ✼✳✼ ✵✳✵ ✸✳✺
▼✐❞❞❧❡ ❊❛st ✺✵✳✷ ✻✹✳✼ ✵✳✵ ✹✵✳✽ ✹✶✳✽ ✵✳✵ ✵✳✶
❆✉str❛❧✲❆s✐❛ ✷✳✻ ✸✳✹ ✵✳✵ ✽✳✻ ✽✳✷ ✷✼✳✵ ✹✵✳✸
◆♦rt❤ ❆♠❡r✐❝❛ ✶✺✳✺ ✸✳✽ ✺✻✳✶ ✺✳✵ ✸✳✹ ✼✷✳✵ ✷✺✳✹
▲❛t✐♥ ❆♠❡r✐❝❛ ✶✹✳✸ ✺✳✽ ✹✸✳✾ ✸✳✾ ✹✳✵ ✵✳✵ ✶✳✹
❲♦r❧❞ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
❖P❊❈ ✷✵✵✾ ✻✾✳✸ ✼✻✳✻ ✹✸✳✾ ✹✽✳✺ ✹✾✳✼ ✵✳✵ ✵✳✷
❖P❊❈✲●✉❧❢ ✹✾✳✻ ✻✸✳✽ ✵✳✵ ✸✾✳✽ ✹✵✳✼ ✵✳✵ ✵✳✶
❖❊❈❉ ✷✵✵✵ ✶✻✳✼ ✺✳✸ ✺✻✳✶ ✾✳✶ ✼✳✶ ✾✷✳✸ ✹✸✳✷
❈❛❧❝✉❧✉s ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❇●❘ ✭✷✵✶✷✮✳
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙❤❛r❡ ♦❢ ✇♦r❧❞ ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ r❡s❡r✈❡s ❜② ✇♦r❧❞ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝②
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✶✶
ci✿ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t 0 < ce < cb ❛♥❞ t❤❛t 0 < cd < cb✳ ❚❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s
♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐❜❧❡ ✭♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t ❡♥♦✉❣❤ ♥♦t
t♦ ❜❡ ❡①❤❛✉st❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡✮✳ ❚❤❡ ❝❧❡❛♥ r❡s♦✉r❝❡ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐t② ❛t ❝♦st cb✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ Re ✐s ✇r✐tt❡♥
X0e ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ✐s✿
X˙e(t) = −xe(t).
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ r✱ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡
✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦✱ Z(t)✱ ❤❛s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✉♥❞❡r ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ Z¯✳ ❚❤✐s
t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ st❡♠♠✐♥❣
❢r♦♠ ❛ ❑②♦t♦✲❧✐❦❡ Pr♦t♦❝♦❧✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ ✜rst✲❜❡st ❝❛r❜♦♥
r❡❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t t❛① ♣♦❧✐❝②✱ ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s st❡❡♣❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦✳✺ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
✐♥✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ❜✐♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ Z¯✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
✺❆❧❧ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡❧♦✇ ❤♦❧❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝❛r❜♦♥ t❛①✳
✼
Z¯ > Z0✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❝❛r❜♦♥✱ ❛s ✐♥ ✈❛♥ ❞❡r P❧♦❡❣ ✫ ❲✐t❤❛❣❡♥
✭✷✵✶✷✮✳✻ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿
Z˙(t) = θexe(t) + θdxd(t).
❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ❤❛s s♦❢t ♣♦✇❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✿ ❤❡ ❝❛♥
✐♠♣♦s❡ ❛ t❛① ♦♥ CO2 ❡♠✐ss✐♦♥s ❜✉t ❝❛♥♥♦t ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
r❡s♦✉r❝❡ ♦r s❡t ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛① ♦r q✉♦t❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s t❛①
❝❛♥ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs ✭❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡✮ ♦r ❜② ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♣r♦✈✐❞❡rs ✭s✉♣♣❧②
s✐❞❡✮✳ ❚❤❡ t❛① ✐s ✇♦r❧❞✇✐❞❡✿ ♥♦ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡♠♣t ♦❢ t❤❡ t❛①✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦
r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❛① r❡✈❡♥✉❡s t♦ ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♦✇♥❡rs✳ ▼❛r❦❡ts ❛r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱
t❤✉s ♣r♦✜ts ❝♦♠❡ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✳
✷✳✷ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠
❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ✇✐s❤❡s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ {xe(t), xd(t), xb(t)} ✇❤✐❝❤
♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♥❡t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ s♦❝✐❛❧ s✉r♣❧✉s✼ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✲
str❛✐♥t✿
ˆ ∞
0
e−rt
(
u(xe(t) + xd(t) + xb(t))− cexe(t)− cdxd(t)− cbxb(t)
)
dt
s✳t✳ i = {e, d, b}✱
X˙e(t) = −xe(t)
Z˙(t) = θexe(t) + θdxd(t)
Z(t) ≤ Z¯
Xe(t), xi(t) ≥ 0
✇✐t❤ Z0 ❛♥❞ X0e ❣✐✈❡♥✳
✻◆♦ ❝♦♥s❡♥s✉s ❡①✐sts ♦✈❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐❧✉t✐♦♥❀ ✐t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ t❤❛t
✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆❧❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❡♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②✳ ❲❡ t❤✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t
♥❛t✉r❛❧ ❞✐❧✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
✼❚❤❡ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ♦♥❡✳
✽
▲❡t λe(t) ❜❡ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡
r❡s♦✉r❝❡ Xe(t) ❛♥❞ µ(t) t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ st♦❝❦ Z(t)✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
lim
t→∞
λe(t)e
−rtXe(t) = 0 ✭✷✳✶✮
lim
t→∞
µ(t)e−rtZ(t) = 0. ✭✷✳✷✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ s✐♠♣❧② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠✉st ❜❡ ❡①❤❛✉st❡❞
✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✐❢ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳
✷✳✸ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✲✈❛❧✉❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛s✿
H(t) = u(xe(t) + xd(t) + xb(t))− cexe(t)− cdxd(t)− cbxb(t)
−λe(t)xe(t)− µ(t)(θexe(t) + θdxd(t)).
❚❤✐s ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿
ν(t) ≥ 0 ❛♥❞ ν(t)(Z¯ − Z(t)) = 0
β(t) ≥ 0 ❛♥❞ β(t)Xe(t) = 0
γ(t) ≥ 0 ❛♥❞ γ(t)xe(t) = 0.
❋♦r ❛♥② ❝♦♥tr♦❧ {xe(t), xd(t), xb} t❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦✲st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s λe(t) ❛♥❞
µ(t)✱ t❤❛t ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t②
❛♥❞ s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿
λ˙e(t) = rλe(t)−
∂H(t)
∂Xe(t)
⇐⇒ λ˙e(t) = rλe(t) + β(t) ✭✷✳✸✮
µ˙(t) = rµ(t)−
∂H(t)
∂Z(t)
⇐⇒ µ˙(t) = rµ(t) + ν(t) ✭✷✳✹✮
✾
∂H(t)
∂xe(t)
= 0 ⇐⇒ pe(t) = ce + λe(t) + θeµ(t) ✭✷✳✺✮
∂H(t)
∂xd(t)
= 0 ⇐⇒ pd(t) = cd + θdµ(t) ✭✷✳✻✮
∂H(t)
∂xb(t)
= 0 ⇐⇒ pb(t) = cb. ✭✷✳✼✮
❚❤❡ ❝♦✲st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λe(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t
♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ✭✶✾✸✶✮✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t ❛
r❛t❡ ♦❢ r✿ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♥❡t ♠❛r❣✐♥❛❧ s✉r♣❧✉s ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳
❆❧♦♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐t ♠✉st ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ s❛✈✐♥❣ ✐t ❢♦r ❧❛t❡r ✉s❡✳ ❲r✐t✐♥❣ λ0e ≡ λe(0)✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✿
λe(t) = λ
0
ee
rt.
❚❤❡ ❝♦✲st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ µ(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝♦st
♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❢❛♠✐❧✐❛r ♣❛tt❡r♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞ ✭❜✉t ✇✐❧❧ ❜✐♥❞✮✱ t❤❡
♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦st r✐s❡s ❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s
r❡s✉❧t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ r✉❧❡✱ ❛s ❡♠✐tt✐♥❣ CO2 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❡①tr❛❝t✐♥❣ ❝❧❡❛♥ ❛✐r ❢r♦♠ ❛ r❡s❡r✈♦✐r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦ ♦❢ ❝❧❡❛♥ ❛✐r ❞❡✜♥❡❞
❜② Z¯ − Z0✳ ❲r✐t✐♥❣ µ0 ≡ µ(0)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿
µ(t) = µ0ert.
❲❡ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ Re ❜❡✲
❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❡①✐sts t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ ❜❡
❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✭▲❡♠♠❛ ✸✮✳ ❚❤✐s t❛① ❡q✉❛❧s t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ µ(t)✱
❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦✜t ❡q✉❛❧s t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ λe(t)✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ Re ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st✱ ♣♦❧❧✉t✐♦♥
❝♦st ❛♥❞ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ Rd ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢
t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦st ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❚❤❡ ✉♥✐t❛r② ♣♦❧❧✉t✐♦♥
❝♦st ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♦✉r❝❡✱ ❜✉t ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦sts ♣❡r
✉♥✐t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥ts✳
✶✵
✸ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤
✸✳✶ ❖r❞❡r✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❖♥❧② t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡
❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ Re ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡s ❆✶ ❛♥❞ ❇✶✮ ❛r❡
r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ●r❡② P❛r❛❞♦①✿ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s✳
❊①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❚❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣
❈❛s❡ ❆✶ cd > ce ❯s❡❞✱ ❡①❤✳ ❯s❡❞
❈❛s❡ ❆✷ ✳✳✳ ❯s❡❞✱ ♥♦t ❡①❤✳✯ ◆♦t ✉s❡❞
❈❛s❡ ❇✶ cd < ce ❯s❡❞✱ ❡①❤✳ ❯s❡❞
❈❛s❡ ❇✷ ✳✳✳ ❯s❡❞✱ ♥♦t ❡①❤✳ ❯s❡❞
❈❛s❡ ❇✸ ✳✳✳ ◆♦t ✉s❡❞ ❯s❡❞
❈❛s❡ ❇✹ ✳✳✳ ❯s❡❞✱ ♥♦t ❡①❤✳✯ ◆♦t ✉s❡❞
✏❡①❤✳✑ st❛♥❞s ❢♦r ✏❡①❤❛✉st❡❞✑✳ ✯■❢ X0e =
Z¯−Z
0
θe
✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ❝❛s❡✿ ♦♥❧② Re ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s
❡①❤❛✉st❡❞✳
❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s
▲❡t r❡♠❛r❦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s
♣r✐❝❡s✳ ❙❡❝♦♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st♦♣✲❛♥❞✲❣♦ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥② r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ♥♦
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉s❡✳ ❘❡s♦✉r❝❡ i ♣r✐❝❡ ✭i = {e, d, b}✮ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿ ci + die
rt✱
di ∈ R
+✱ s♦ t❤❛t ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❝❛♥ ❛t ♠♦st ❝r♦ss ♦♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t cis✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤♦✉t ♥❛t✉r❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ s❡q✉❡str❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ♣✉t ✐♥t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s Z¯ − Z0✳ ❲❡
✇✐❧❧ st♦♣ ✉s✐♥❣ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s ♦♥❝❡ t❤❡ CO2 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ t❤✉s
t❤❡ ❞❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✐♥❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ t♦
t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Re ✐s ❧❡ss ♣♦❧❧✉t✐♥❣ t❤❛♥ Rd ✭θe < θd✮ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛♣❡r✳ ❚✇♦
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡s ❛♣♣❡❛r✿ Re ✐s ❝❤❡❛♣❡r ♦r ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ Rd
✭ce < cd ♦r ce > cd✮✳
✶✶
✸✳✶✳✶ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt②
❜❛❝❦st♦♣
■❢ ce < cd✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ Re ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉s❡❞ ✜rst✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡ ❍❡r✜♥❞❛❤❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❍❡r✜♥❞❛❤❧ ✶✾✻✼✮✳✽ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱
t✇♦ ❝❛s❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✭Re ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ❈❛s❡ A1✮ ♦r ♦♥❧② Re ✐s ✉s❡❞ ✭s♦ t❤❛t Rd
✐s ♥❡✈❡r ✉s❡❞✱ ❈❛s❡ A2✮✳ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s✿
▲❡♠♠❛ ✶✳ ■❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt②
❜❛❝❦st♦♣✱ ce < cd✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ❛r✐s❡✿
❼ ■❢ X0e <
Z¯−Z0
θe
✱ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡
r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ A1✮❀
❼ ■❢ X0e ≥
Z¯−Z0
θe
✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣
✭❈❛s❡ A2✮✳
❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ❤❡r❡ ✐s ❈❛s❡ A1✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡✲
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✿
❼ P❤❛s❡ 1✱ [0, ts]✿ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧s
t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡✱ p(t) = pe(t) = ce + λe(t) + θeµ(t)✱ ❛♥❞ t❤❡
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜✉t ✐s str✐❝t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣
✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛t t✐♠❡ ts✱ ✇❤❡♥ ✐ts ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧s
t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✿ p(ts) = pe(t
s) = pd(t
s)✳
❼ P❤❛s❡ 2✱ ]ts, t]✿ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧s t❤❡
♣r✐❝❡ ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡✱ p(t) = pd(t) = cd + θdµ(t)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝
❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❆t ❞❛t❡ t✱ t❤❡ ❞✐rt②✲❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧s t❤❡
❝❧❡❛♥✲❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡✱ p(t) = pd(t) = pb(t) = cb✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦
r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✈❛❧✉❡✱ Z(t) = Z¯✳
✽❆ss✉♠❡✱ ❜② ✇❛② ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t Rd ✐s ✉s❡❞ ✜rst✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛♥❞
t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦st ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t r❛t❡ r✳ ■❢ ce < cd ❛♥❞ ce + λ
0
e + θeµ
0 > cd + θdµ
0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❝❛s❡ ✐❢ Rd ✐s ✉s❡❞ ✜rst✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t✱ pd(t) < pe(t)✿ ♦♥❧② Rd ✐s ✉s❡❞
✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❇✉t t❤❡♥✱ ❧♦✇❡r✐♥❣ λ0e ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ µ
0✱ s♦ t❤❛t Re ✐s ✉s❡❞ ✜rst✱
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r✱ ❛s Re ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t ❛♥❞ ❧❡ss ♣♦❧❧✉t✐♥❣✳
✶✷
❼ P❤❛s❡ 3✱ ]t,∞[✿ ♦♥❧② t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ✐s
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧s ✐ts ♣r✐❝❡✿ p(t) = pb(t) = cb✳
❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✶ ❤❡r❡✳❪
❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t②
r❡♥t✱ λ0e✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ µ
0✱ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠
Re t♦ Rd✱ t
s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ (λ0e, µ
0, ts, t)✱
✇❤❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❈❛s❡ A1 t②♣❡✱✾ ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿
ce + λ
0
ee
rts + θeµ
0ert
s
= cd + θdµ
0ert
s
✭✸✳✶✮
cd + θdµ
0ert = cb ✭✸✳✷✮ˆ ts
0
D(ce + λ
0
ee
rt + θeµ
0ert)dt = X0e ✭✸✳✸✮
θeX
0
e +
ˆ t
ts
θdD(cd + θdµ
0ert)dt = Z¯ − Z0. ✭✸✳✹✮
❊q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣❤❛s❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ r❡✢❡❝ts Re ❡①❤❛✉st✐♦♥ ❛t ❞❛t❡ t
s ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s ❛t t✐♠❡ t✳
❘❡♠❛r❦ t❤❛t ✐❢ X0e =
Z¯−Z0
θe
✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞
✐t ❜❡❝♦♠❡ ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ❝❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ A1 ❛♥❞ A2✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛r❡ ✉♥❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥
t❛① ❛♥❞ t❤❡ r❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞✳
✸✳✶✳✷ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥
t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣
■❢ ce > cd✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥❡✈❡r ✉s❡❞✳
✶✵
❈❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ♠♦r❡ t❤❛♥
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ ✐ts
❛❢t❡r✲t❛① ♣r✐❝❡ ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✳
✾❋♦r ❈❛s❡ A2✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲r❡s♦✉r❝❡ ❝❛s❡✳
✶✵◆♦t❡ t❤❛t ✇❡r❡ Rd t♦ ❜❡ ❧❡ss ♣♦❧❧✉t✐♥❣ t❤❛♥ Re ❛♥❞ cd < ce✱ Re ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❜❡ ✉s❡❞
✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳
✶✸
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ♣❡rt❛✐♥✳ ❋✐rst✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐rt②
❜❛❝❦st♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐rt②
❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡
B1✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐rt②
❜❛❝❦st♦♣ ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B2✮✳ ❚❤✐r❞✱
♦♥❧② t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✭❈❛s❡ B3✮✳ ▲❛st✱ ♦♥❧② t❤❡
❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✭❈❛s❡ B4✮✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡
❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ❤❡r❡ ✐s ❈❛s❡B1✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡
r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ t♦ ❝♦♠❡
❛❜♦✉t ❜❡❧♦✇ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ✇❤❡♥ Re ✐s ✉s❡❞ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳
▲❡♠♠❛ ✷✳ ■❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡
r❡s♦✉r❝❡✱ cd < ce✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ❛r✐s❡✿
❼ ■❢ cb ≤
θdce−θecd
θd−θe
✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✭❈❛s❡
B3✮✳
❼ ■❢ cb >
θdce−θecd
θd−θe
✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s
❛❜♦✉t t♦ ❜✐♥❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts Z∗ s✉❝❤ t❤❛t✿
✶✳ ■❢ Z¯ ≤ Z∗ ❛♥❞ X0e ≥
Z¯−Z0
θe
✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦
r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✭❈❛s❡ B4✮❀
✷✳ ■❢ Z¯ > Z∗ ❛♥❞ X0e >
Z∗−Z0
θe
✱ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✲
❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✉t ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞
✭❈❛s❡ B2✮❀
✸✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ X0e <
Z¯−Z0
θe
❛♥❞ X0e ≤
Z∗−Z0
θe
t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞
❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤
t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B1✮✳
Pr♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳
❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✷ ❤❡r❡✳❪
✶✹
❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ❤❡r❡ ✐s ❈❛s❡ B1✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s
❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
♣❛t❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✿
❼ P❤❛s❡ 1✱ [0, ts]✿ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧s t❤❡
❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡✱ p(t) = pd(t) = cd + θdµ(t)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝
❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜✉t ✐s str✐❝t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❆t ❞❛t❡ ts✱ t❤✐s
♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✱ p(ts) = pd(t
s) = pe(t
s)✳
❼ P❤❛s❡ 2✱ ]ts, t]✿ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧s
t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡✱ p(t) = pe(t) = ce + λe(t) + θeµ(t)✱ ❛♥❞ t❤❡
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞
❛t t✐♠❡ t✱ ✇❤❡♥ ✐ts ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❝❧❡❛♥✲❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡✱ p(t) = pe(t) =
pb(t) = cb✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✈❛❧✉❡✱ Z(t) = Z¯✳
❼ P❤❛s❡ 3✱ ]t,∞[✿ ♦♥❧② t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ✐s
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡✱ p(t) = pb(t) = cb✳
❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✸ ❤❡r❡✳❪
❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t②
r❡♥t✱ λ0e✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ µ
0✱ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠
Rd t♦ Re✱ t
s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t✳ ❲❤❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❢
❈❛s❡ B1 t②♣❡✱✶✶ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❛♥❞
❡①❤❛✉st❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ (λ0e, µ
0, ts, t) s❛t✐s✜❡s✿
ce + λee
rts + θeµ
0ert
s
= cd + θdµ
0ert
s
✭✸✳✺✮
ce + λee
rt + θeµ
0ert = cb ✭✸✳✻✮ˆ t
ts
D(p(t))dt = X0e ✭✸✳✼✮
ˆ ts
0
θdD(p(t))dt+ θeX
0
e = Z¯ − Z
0. ✭✸✳✽✮
✶✶❋♦r ❈❛s❡ B2✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❡t ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡
s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✐s s❡t t♦ 0✳ ❋♦r ❝❛s❡s B3 ❛♥❞ B4✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲r❡s♦✉r❝❡ ❝❛s❡✳
✶✺
❊q✉❛t✐♦♥s ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣❤❛s❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ r❡✢❡❝ts Re ❡①❤❛✉st✐♦♥ ❛t ❞❛t❡ t ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s ❛t t✐♠❡ t✳
❘❡♠❛r❦ t❤❛t ✐❢ cb >
θecd−θdce
θe−θd
❛♥❞ X0e = min(X
∗, Z¯−Z
0
θe
)✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡①✲
❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ❝❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥
B1 ❛♥❞ ❡✐t❤❡r B2 ♦r B4✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛①
❛r❡ ✉♥❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛♥❞ t❤❡ r❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞✳
✸✳✷ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ t❛① ♦♥ CO2 ❡♠✐ss✐♦♥s
❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ t❛① ♦♥ CO2 ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ t❛① s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ✐s ❝r❡❞✐❜❧❡ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t
❢♦r❡s✐❣❤t✱ ❛♥❞ t❤❛t ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♦✇♥❡rs ❛r❡ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ♣r♦✜ts
❝♦♠❡ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦ss✐❧✲
❢✉❡❧ ♦✇♥❡rs ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ t❤r❡❛ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♦✈❡r t❤❡✐r
❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ r❡s❡r✈❡s ✭s❡❡ ❙tr❛♥❞ ✷✵✶✵ ♦♥ t❤✐s ✐ss✉❡✮✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❝❛♥ ❜❡ ♣❛✐❞
❜② ❝♦♥s✉♠❡rs ✭❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡✮ ♦r ❜② ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♦✇♥❡rs ✭❡①tr❛❝t✐♦♥ s✐❞❡✮✳ ❚❤❡
t❛① ✐s ✇♦r❧❞✇✐❞❡✿ ♥♦ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡♠♣t ♦❢ t❤❡ t❛①✳
▲❡♠♠❛ ✸✳ ■❢ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ Re ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞✱ t❤❡
♦♥❧② ✇❛② t♦ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s t♦ s❡t t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ µ(t)✳
■♥ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇✐t❤ π(t) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜ts ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ t❤❡
♦✇♥❡rs ♦❢ Re ❛♥❞ τ(t) t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛①✱ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡s ❛r❡✿
pe(t) = ce + λe(t) + θeµ(t) = ce + πe(t) + θeτ(t) when pe(t) < pd(t)
pd(t) = cd + θdµ(t) = cd + θdτ(t) when pe(t) > pd(t)
✇❤❡r❡ λe(t) ❛♥❞ µ(t) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐♦♥ ♦❢ Re✱ ❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡♠✐ss✐♦♥s
✭s②st❡♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✲✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺✲✸✳✽✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❢t❡r✲t❛① r❡s♦✉r❝❡
♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡✳
✶✻
◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s
t❤❛t ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♦✇♥❡rs ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡✐r ♣r♦✜ts✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡s ♥❡t ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢
t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✜ts ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤✐s r❛t❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡
❝❛r❜♦♥ t❛① ♠✉st ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡
r❡s♦✉r❝❡ ♦r t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ ❢r♦♠
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❡q✉❛❧s µ(t)✳ ■❢ t❤❡ t❛① ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ µ(t) ✇❤❡♥
Re ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ♠✉st ❜❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤
❢r♦♠ ♦♥❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡
❝❛r❜♦♥ t❛① ❛t t❤✐s ❞❛t❡✱ s✐♥❝❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✜rst
♣♦s✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡✐r ❡①tr❛❝t✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r
♣r♦✜ts✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♣✇❛r❞ ❥✉♠♣ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡
✉s❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦✜ts ❜② ❜r✐♥❣✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡✐r
❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ t❛① ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❛① t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ t♦ ❜❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✱ µ0✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳ ❲❤❡♥ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ Re ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✱
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦✜t ❡q✉❛❧s λe(t)✳ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜ts✱ Π✱ ❛r❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ λ0e ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
Π =
ˆ ∞
0
e−rtD(p(t))λe(t)dt = λ
0
eX
0
e .
Pr♦✜ts ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ❜✉t r❛t❤❡r ❝♦♠❡
❢r♦♠ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ■❢ Re ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❝❛s❡s A2✱ B2 ❛♥❞
B4✮✱ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐♣❡s ♦✉t t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ♦✇♥❡rs ♦❢ Re✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s
♦❢ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛♥❞ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥
✭❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t❛① ❝❛♥ ❜❡ s❡t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣r✐❝❡ ♥❡t ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts t♦ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡ ♣r♦✜ts✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r
♣❛♣❡r✱ ♣r♦✜ts ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ✐❢ ♦♥❧② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✇❛s
✉s❡❞ ❛♥❞ ✐❢ t♦t❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥s ❢r♦♠ ❜✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ st♦❝❦ ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✇❡r❡
✶✼
❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧❡❛♥ ❛✐r r❡s❡r✈♦✐r✱ Z¯−Z0✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st s❤♦✇♥✱
t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t✇♦ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♣♦❧❧✉t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ t❛①❡❞✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡❛❢t❡r t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❛① r❡✈❡♥✉❡s t♦ ❢♦ss✐❧✲
❢✉❡❧ ♦✇♥❡rs✳ ❘❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞ ♣❡r s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❛① r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇❤♦s❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥
♠♦♥❡②✳ ❲❡r❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s t♦ ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✱ t❤❡
❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ✇♦✉❧❞ s❡❡ t❤❡✐r ✇❡❛❧t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐❢ t❤❡✐r r❡s♦✉r❝❡
✇❛s st✐❧❧ ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡ ♠✉st
✐♥❝r❡❛s❡✱ s♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜ts ❛♥❞ t❤❡ t❛① ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❡✳
✹ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦✜ts
✹✳✶ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥
t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢
❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ✇❤❡♥ ce < cd✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❈❛s❡ A1✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤
♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡❧❧✐♥❣ ✭X0e <
Z¯−Z0
θe
✮✳
❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✺ ❤❡r❡✳❪
❈❛s❡ A1 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ t♦♣ ✭❜♦tt♦♠✮ ♣❛♥❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡s✮ ❛❢t❡r ❛ ❢❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐✳❡ ♥♦ ●r❡②
P❛r❛❞♦① ♦❝❝✉rs ✭t❤❡ ●r❡② P❛r❛❞♦① ♦❝❝✉rs✮✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t Rd ❛♥❞
Re ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲t❤✐❝❦ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✳ ❙❡❣♠❡♥ts AB
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❛① ❜② ✉♥✐t ♦❢ Re ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ Re t♦ Rd✳ ❚❤❡
❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❢❛❧❧ ✐♥
t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✏✯✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ❛❢t❡r ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳
❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛①✳ ▲❡t ps ❜❡ t❤❡ s✇✐t❝❤
♣r✐❝❡ ❢r♦♠ Re t♦ Rd✳ ❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t②
♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ Rd ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧❡❛♥
❛✐r r❡s❡r✈♦✐r Z¯ − Z0 ♠✐♥✉s t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉r♥✐♥❣ ♦❢
✶✽
t❤❡ ❡♥t✐r❡ st♦❝❦ ♦❢ Re✱ θeX
0
e ✳ ❆s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❢❛❧❧s✱ Re ✐s t♦t❛❧❧② ❡①❤❛✉st❡❞ ❜✉t
t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ Rd ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♠✉st ❢❛❧❧✳ Rd ♣r✐❝❡
✶✷ ♠✉st r✐s❡✱ s♦
t❤❛t ps ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✐♥❞s
✐s ❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❢♦r Re ❛♥❞ Rd ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❜♦❧❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳
■❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ✇❡r❡ ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❛① ♦♥ Rd✱ ❛♥❞ ✐❢
t❤❡ t❛① ♦♥ Re ✇❛s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡ ✭AB = A
∗C∗✮✱ t❤❡♥ Re ❜❡❢♦r❡✲
t❛① ♣r✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ce+λ
comp
e (t)✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣ ♠❡❞✐✉♠✲t❤✐❝❦
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ λ0e t♦ λ
comp
e ✱ ✇✐t❤
λcompe ≡ λ
comp
e (0)✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ s✐♥❝❡ ✐t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Rd ♣r✐❝❡ t❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ❧❡ss ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✳ ❇✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♦♣♣♦s❡❞
t♦ ❛ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑✿ ❛s t❤❡ t❛① ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ Re✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡♥t✱
λcompe ✱ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞✳ ■ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❡❢♦r❡✲t❛① ♣r✐❝❡ ♣❛t❤✱ ce+λ
∗
e(t)✱ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤
B∗ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ C∗ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡✿ ce+λ
∗
e(t
s∗) = ce+λ
comp
e (t
s∗)−θedµ
s✳ ❚❤❡
t✇♦ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❛s θedµ
s = (θe/θd)dp
s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✱
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❛① ♦♥ Re✱
✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡✱ r✐s❡s ❛❢t❡r t❤❡
❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ t✐❣❤t❡♥s ✭B∗ ❛❜♦✈❡ B✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜ts✱ ✐✳❡✳ ♦♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❇♦t❤ ❝❛s❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✮ ❝❛♥ ❛r✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿
▲❡♠♠❛ ✺✳ ∀Z¯ > θeX
0
e + Z
0✱
dλ0e
dZ¯
< 0
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
D(p(ts))
D(p(0))
θd
θe
+ (θd − θe)
µ0
λ0e
> 1.
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡
❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ p−t = ce +
(ps− ce)e
−rt, ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡♥❞s ❛t ❞❛t❡ 0 ❛♥❞ st❛rts ❛t
❞❛t❡ −ts✳ ❚❤✐s ♣r✐❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡② s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✭❧✐♥❡ LA✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳
✶✷❲❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s pd(t) = cd + (p
s − cd)e
rt✳
✶✾
❲✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ps✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ✐s✿ p˜−t = ce+(p
s−ce)(1+
dps
ps−ce
)e−rt✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t✐♠❡ u ❜② u = 1
r
dps
ps−ce
✱ ❛s✿ p˜−t = ce+(p
s−ce)e
−r(t−u).
❙♦ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ p˜−t ✐s ❛ ❧❡❢t s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ p−t✱ ✇✐t❤
s♦♠❡ st❛rt✐♥❣ ❞❛t❡ −t˜s ❜❡❢♦r❡ −t
s✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✭❧✐♥❡ LB✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳
❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✹ ❤❡r❡✳❪
❆s t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ✐s ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣r✐❝❡✱ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✉♥❞❡r ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ pt ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s −t
s + u ❛♥❞ 0 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ p˜t ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s −t
s ❛♥❞ −u ✭XA ❛♥❞XB = XA
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦✈❡r ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ p˜t ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s −u ❛♥❞
0 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ δ1XB = D(p
s)u✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦✈❡r ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ pt
❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s −ts ❛♥❞ −ts + u ✐s ❡q✉❛❧ t♦ δXA = D(p−ts)u✳ ❆s t❤❡ t♦t❛❧
q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦✈❡r ❜♦t❤ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡
t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡ −t˜s ❛♥❞ −ts ✐s ❡q✉❛❧ t♦
δXA − δ1XB = (D(p−ts)−D(p
s))u✱ s♦ t❤❛t t˜s − ts =
(D(p−ts )−D(p
s))u
D(p−ts )
✳ ❆s s✉❝❤✱
t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ✐s✿
t˜s = ts +
D(p−ts)−D(p
s)
D(p−ts)
dps
r(ps − ce)
. ✭✹✳✶✮
❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ❡♥t❛✐❧s ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❧♦♥❣❡r ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧♦♥❣❡r ❞✉r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❞r♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s −ts ❛♥❞ 0✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐❝❡ ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✭dp−ts✮✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ▲❡t µs ❛♥❞
λse ❜❡ t❤❡ s❤❛❞♦✇✲❝♦st ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✱ ❛♥❞ λ
−ts
e t❤❡ s❝❛r❝✐t②
r❡♥t ❛t ❞❛t❡ −ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t λ−t
s
e = (p
s − µs − ce)e
−rts ✳ ■❢ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ r✐s❡
✐♥ ps ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ µs✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ λ−t
s
e ✇♦✉❧❞ ❜❡ δ1λ
−ts
e ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧
t♦✿ δ1λ
−ts
e = dp
se−rt
s
− r(ps − θeµ
s − ce)e
−rtsdts. ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥✱ ✉s✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶ ✇✐t❤ dts = t˜s − ts✿
δ1λ
−ts
e
λ−tse
= (
D(ps)
D(p−ts)
λs
λs + θeµs
+
θeµ
s
λs + θeµs
)
dps
λs
.
✷✵
❚❤✐s ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜✉t ♦❢ s♠❛❧❧❡r s✐③❡ t❤❛♥ dp
s
λs
❛s ❡①tr❛❝✲
t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥✶✸ r✐s❡s ✇✐t❤ ps✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑✱
t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝t ❤❛❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ♦♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡
r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜✉t t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ r♦s❡ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s
❡✛❡❝t ♦♥❧②✱ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉t ✉♣✇❛r❞✳ ❚❤✐s ✈✐rt✉❛❧ ♥❡✇ s❝❛r❝✐t②
r❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ λcompe (t)✱ ✇✐t❤ λ
comp
e (0) ≡ λ
comp
e ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝♦st
♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ dµs✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ t❛① ♦♥ Re✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦✇❡r s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛t
❞❛t❡ −ts ❡q✉❛❧ t♦✿
δ2λ
−ts
e
λ−tse
= −θe
dµs
λs
.
❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❛ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑✿ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝t ❤❛❞
t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜✉t t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ♦♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡
r❡s♦✉r❝❡ r✐s❡♥ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✿ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ t❛① ♦♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡✱
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ λ0∗e ✱ ✐s t❤✉s ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t λcompe r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ♦♥❧②✳
❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ps ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ µs ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② dps = θddµ
s✱
s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t ✐s✿
dλ−t
s
e
λ−tse
=
θeµ
s
λs + θeµs
(
θd
θe
D(ps)
D(p−ts)
+ (θd − θe)
µs
λs
− 1
)
dµs
µs
.
▲❡♠♠❛ ✺ ❢♦❧❧♦✇s✳
❲❡ ♥♦✇ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ Re st❛rt✐♥❣ ❛t
❞❛t❡ 0 ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛t ❞❛t❡ ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ (θd−θe)
µ0
λ0e
> 0✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ●r❡② ♣❛r❛❞♦① t♦ ❤♦❧❞ ✐s t❤❛t D(p(t
s))
D(p(0))
θd
θe
> 1✳ ❲❤❡♥ D(p(ts)) = D(p(0))✱
✐t ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t D(p(t
s))
D(p(0))
θd
θe
> 1✳ ❚❤✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❲✐t❤♦✉t ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤✐s ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ■❢ Re ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛♥❞ Rd ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t②
✶✸■❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❛✐❧ ❧♦♥❣❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ ✐❢ t❤❡
❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ③❡r♦✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ dp
s
λs
✳
✷✶
♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢
Re ♦✇♥❡rs✳
∃ǫ∗ s✉❝❤ t❤❛t✿{
∀p,−
D
′
(p)p
D(p)
≤ ǫ∗❛♥❞ Z¯ > θeX
0
e + Z
0
}
=⇒
dλ0e
dZ¯
< 0.
❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❆s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡
ps ✐s ❤✐❣❤✳ ■❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡❞
♠✉❝❤✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ✐s t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❡✛❡❝t✑✱ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ■❢ Re ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛♥❞ Rd ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥
❝♦♥t❡♥t ♦❢ Re ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ Rd✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥
❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ Re ♦✇♥❡rs✳
∃η∗✱ ✇✐t❤ 0 < η∗ < 1✱ s✉❝❤ t❤❛t✿
{
θe
θd
≤ 1− η∗❛♥❞ Z¯ > θeX
0
e + Z
0
}
=⇒
dλ0e
dZ¯
< 0.
Pr♦♦❢✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✺✳
■❢ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ Re ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ Rd✱ t❤❡♥
Re ❤❛s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t♦r ✭Rd✮✱
❛♥❞ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ Re ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳
❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ce = cd✳ ❲✐t❤ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱
t❤❡ t✇♦ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ s♦ t❤❛t λ0e = (θd − θe)µ
0✳ ❚❤❡
✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇
✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❤♦❧❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✱ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ■❢ Re ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛♥❞ Rd ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
❝♦st ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱
t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ Re ♦✇♥❡rs✳
✷✷
∀Z¯ > θeX
0
e + Z
0✱ ∃c∗ < cd s✉❝❤ t❤❛t✿
cd ≥ ce ≥ c
∗ =⇒
dλ0e
dZ¯
< 0.
❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✳
❆ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧t ♣❡rt❛✐♥s ✐❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s s❝❛r❝❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ❛t ❣✐✈❡♥ µs✱ λs✱ ps ❛♥❞ dps✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡
s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s✱ ❢❛❧❧s ❛s t❤❡ t♦t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡
❢❛❧❧s✳ ❚❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑
✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s s❝❛r❝❡ ❡♥♦✉❣❤✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ■❢ Re ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ Re ✐s
s❝❛r❝❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ Re ♦✇♥❡rs✳
∀Z¯ > Z0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts X∗ s✉❝❤ t❤❛t✿
X0e < X
∗ =⇒
dλ0e
dZ¯
< 0.
❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✳
❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✐❢ t❤❡ ●r❡② ♣❛r❛❞♦① ✐s ♠♦r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ❢♦r ❧♦✇ ♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❲❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❞♦
❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❋♦r ❝♦♥❝❛✈❡ ♦r ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ Re
r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ❝❛♥♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛ ❯✲s❤❛♣❡ ❛s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s t✐❣❤t❡♥❡❞✱
✐✳❡ t❤❡ ●r❡② P❛r❛❞♦① ❝❛♥♥♦t ♣❡rt❛✐♥ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦r❡
str✐♥❣❡♥t✱ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✉♥❞❡r ❧❡ss str✐❝t ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳
∀Z1, Z2 s✉❝❤ t❤❛t Z1 > θeX
0
e + Z
0✱ Z2 > θeX
0
e + Z
0 ❛♥❞ Z1 > Z2✱ ✐❢
D′′ < 0✱
dλ0e
dZ¯ |Z¯=Z1
> 0 =⇒
dλ0e
dZ¯ |Z¯=Z2
> 0.
❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺✳
❲✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s❛♠❡✲s✐③❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡s
✷✸
♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❆s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤❡r
❛♥❞ ❤✐❣❤❡r s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡s✳ ❇✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ♦❢ t❤✐s s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞
s♠❛❧❧❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑
✐♥❝r❡❛s❡s ❜✉t ❞❡❝❡❧❡r❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ❢❛❧❧s✳ ❆s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣
✐s ❧♦✇❡r❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ s✇✐t❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦st♣♦♥❡❞✱ t❤✉s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❛① ❛t t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ s✇✐t❝❤ r❡❞✉❝❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞
♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■t ❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ❝❛♥♥♦t ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡
✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑ ✭♥♦ ●r❡② P❛r❛❞♦① ♦❝❝✉rs✮ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥
♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t✱ ✐❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✉♥❞❡r ❧❡ss str✐❝t ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳
❘❡♠❛r❦ ✶✶✳ ❙♦♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧♦✇ ❦❡❡♣✐♥❣
♦♥ ✉s✐♥❣ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❆s✲
s✉♠✐♥❣ s✉❝❤ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st cccs✱ t❤❡ ●r❡②
P❛r❛❞♦① ❝❛♥ st✐❧❧ ♦❝❝✉r✿ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✺ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ❝♦♥✲
t✐♥✉❡ t♦ ❤♦❧❞✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❧❡❛♥
❜❛❝❦st♦♣✿ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✇❤♦s❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞✱ ❛t ♣r✐❝❡ cd+θdcccs✳
❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✱ ▲❛✛♦r❣✉❡ ❡t ❛❧✳
✷✵✵✽✮✱ ✐t ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ CO2 ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✐♥❞s✳ ■❢X
0
e <
Z¯−Z0
θe
✱
❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✇✐t❤
❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ cb ≥ cd+θdcccs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
✐✳❡ ✐❢ cb ≥ cd + θdcccs ❛♥❞ X
0
e <
Z¯−Z0
θe
✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✲✸✳✹✱ ✇✐t❤ cb r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② cd + θdcccs✳
✹✳✷ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡①✲
tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣
■❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦✲
st♦♣✱ ce > cd✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❛r❜♦♥
r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ▼♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ✉s❡❞
t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ♣r♦✜ts ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❛s❡ B1 ✭cb >
θecd−θdce
θe−θd
✱ ❛♥❞ X0e < min(X
∗, Z¯−Z
0
θe
)✮✳
✷✹
❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✻ ❤❡r❡✳❪
❈❛s❡ B1 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♣r✐❝❡s
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲t❤✐❝❦ ❝✉r✈❡ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ♣❧❛✐♥ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ ♣r✐❝❡s ❛❢t❡r ❛ ❢❛❧❧ ✐♥
t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t AB r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❛① ❜② ✉♥✐t ♦❢ Re ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤
❞❛t❡ ❢r♦♠ Rd t♦ Re✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✏✯✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ❛❢t❡r ❛ ❢❛❧❧ ✐♥
t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳
❚✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛①✱ ❜r✐♥❣s ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ❞❛t❡
♦❢ s✇✐t❝❤ t♦ Re ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✐♥❞s✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢
Re ♦✇♥❡rs✳ ❋✐rst r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ Re ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛s ✐t
✐s ❡①❤❛✉st❡❞✿ ❤❡♥❝❡ ✐ts ♣r✐❝❡ ✇❤❡♥ ✐t st❛rts t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ps✳ ■t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❛① ❛t t❤✐s ❞❛t❡
✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✭AB = A∗B∗✮✱ ❛♥❞ s♦ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♣r♦✜ts ❛t t❤❛t ❞❛t❡ ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡✳ ■❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡ ✇❛s ♣♦st♣♦♥❡❞✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ Rd ✇♦✉❧❞
✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✉s t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡ ✐s
❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ✭❢r♦♠ A t♦ A∗✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ Re ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❢♦r Re ❛♥❞ Rd ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❜♦❧❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳
■❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ✇❡r❡ ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Rd ♣r✐❝❡✱ ❛♥❞
✐❢ t❤❡ t❛① ♦♥ Re ✇❛s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡♥ Re ❜❡❢♦r❡✲t❛① ♣r✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦
ce+λ
comp
e (t) = p
∗
e(t)−θeµ
0ert✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣ ♠❡❞✐✉♠✲t❤✐❝❦ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳
❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❛① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ θddµ
0✳ ■❢ t❤✐s ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❡✛❡❝t✑ ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝t ♦❢ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t
✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ λ0e t♦ λ
comp
e ✳ ❇✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑✱
❛s t❤❡ t❛① ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ Re✿ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❛① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐s ♥♦t
θddµ
0 ❜✉t (θd− θe)dµ
0✳ ❚❤❡ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑ ♥❡✈❡r ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❡✛❡❝t✑✳
Pr✐❝❡s ♦❢ Re ❛♥❞ Rd ❝r♦ss ❛t t❤❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✈❛❧✉❡✱ p
s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡ ✐s
❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐❝❡s ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡✱
s♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ Re ✐s ❢✉❧❧② ✉s❡❞✱
t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♦❢ Re✳
✷✺
■❢ cb >
θecd−θdce
θe−θd
❛♥❞ X0e < min(X
∗, Z¯−Z
0
θe
)✱ t❤❡♥✿
dλ0e
dZ¯
< 0.
❘❡♠❛r❦ ✶✸✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❝♦♥✲
st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st cccs✱ t❤❡ ●r❡② P❛r❛❞♦① st✐❧❧ ♦❝❝✉rs ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ Pr♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✻✳
✺ ❊①t❡♥s✐♦♥s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿ ✭✐✮ ❛ t✇♦✲s❡❝t♦r
❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ♦♥❡
s❡❝t♦r❀ ✭✐✐✮ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ t✇♦ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❛ ❞✐rt②
❛♥❞ ❛ ❝❧❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣❀ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ✇✐t❤ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♠❛✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♣❛♣❡rs✳
✭✐✮ ❆ t✇♦✲s❡❝t♦r ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ s✉❣❣❡st t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✇✐t❤
s♦♠❡ s❡❝t♦r❛❧ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ♦✐❧ ✐s ✉s❡❞ ♠♦st❧② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r✱ ❛♥❞
❝♦❛❧ ✐♥ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❞✉str②✳ ❲❤❡r❡❛s ❝♦❛❧✱ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
r❡♣r❡s❡♥t ✷✾✪✱ ✸✶✪ ❛♥❞ ✷✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r✐♠❛r② ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ✷✵✶✶✱ ❝♦❛❧
s❤❛r❡ ❡q✉❛❧s ✹✼✪ ✐♥ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s s❤❛r❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❡q✉❛❧ t♦ ✻✪ ❛♥❞ ✷✸✪✳ ■♥ ✐♥❞✉str②✱ ❝♦❛❧ r❡♣r❡s❡♥ts ✷✾✪ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✉♣♣❧②✱
♦✐❧ ✶✸✪✱ ❛♥❞ ❣❛s ✷✵✪✳ ■♥ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r✱ ♦✐❧ r❡♣r❡s❡♥ts ✾✸✪✱ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ❣❛s
s❤❛r❡s ❜❡✐♥❣ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✭■❊❆ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤✐s ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦st
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦✉r❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s❡❝t♦r❛❧ ✉s❡✳ ■♥
t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✱ r❡✲
s♦✉r❝❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ❜❛s❡❧✐♥❡ s❡tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❛♠❡♥❞❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❛ ♠♦r❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ✐♥ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ✫ ❑r✉❧❝❡ ✭✶✾✾✹✮ ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ s❡❝t♦rs✱ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❡♥❡r❣②
❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛r❡
♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❡❝t♦r✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ♠✉st
✷✻
❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❢✉❡❧ ❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦st t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r✱
❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st ✐♥ ❜♦t❤
s❡❝t♦rs✳ ❖♥❝❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✱ ❢✉❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐✲
t✉t❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦st
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦❛❧✲t♦✲❧✐q✉✐❞ ♣r♦❝❡ss✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❛♥❞ t❤❡
❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛② ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❜❡
✉s❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♥❡✈❡r s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡
s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ✈❡rt✐❝❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡❝t♦r✳
❆s ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡s ♥❡t ♦❢ ❞❡❧✐✈❡r② ❝♦st ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t
t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ ❛♥❞ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ tr❛♥s❧❛t❡s s❡❝t♦r❛❧
❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② t♦ t❤❡ ❧❡❢t✳
■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣✉tt✐♥❣
t✇♦ s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣s ♦✈❡r ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ s❡❝t♦r❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥s✱ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❝t♦r❛❧ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❡✐❧✐♥❣✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲
s❡❝t♦r ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✐♠♣♦s✐♥❣ t✐❣❤t❡r s❡❝t♦r❛❧ ❝❡✐❧✐♥❣s✳
■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦✜t ❡✛❡❝ts ♦❢ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦✜ts✳ ❋✐rst✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡✱ ✐♥ ♦♥❡ s❡❝t♦r✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞✳
■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t❤❛t ♣r♦✜ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t♦r ✇✐❧❧ ❢❛❧❧ ❛s ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s
t✐❣❤t❡♥❡❞✳ ■❢✱ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦r✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥❡✈❡r ✉s❡❞ ✭✐✳❡
✐❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞✮✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦✜ts ♦❢ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r
s❡❝t♦r✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✿ t✐❣❤t❡♥✐♥❣
❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t♦r ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥
❛❜♦✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦✜ts ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✿ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r♦✜ts
✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t♦r ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥s ✐♥
t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦r✳ ❚❤❡s❡ ❝❛s❡s r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡
✷✼
r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❛❧♦♥❡ ✐♥ ♦♥❡ s❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ✐❢ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡
✉s❡❞ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ♦♥❡ s❡❝t♦r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ st✐❧❧ ❤♦❧❞✳
✭✐✐✮ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
♠♦❞❡❧✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts✱ ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡①✲
❤❛✉st✐❜❧❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡✳ ■♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡✱ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ ❛❜✉♥❞❛♥t ❝♦❛❧✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦✉r❝❡ ❣r❛❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♥❡✇ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡r❡
❛r❡ ❢♦✉r ❡♥❡r❣② r❡s♦✉r❝❡s✱ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥ ❞❡♠❛♥❞✿ t✇♦ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ ♣♦❧✲
❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥t ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥t ❝❧❡❛♥ r❡s♦✉r❝❡✳
❘❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦r❞❡r ✇✐t❤♦✉t ❛♥② st♦♣✲
❛♥❞✲❣♦ ✐♥ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
✜rst✱ s❡❝♦♥❞ ♦r t❤✐r❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r ♥♦t ✉s❡❞ ❛t ❛❧❧✳ ❇♦t❤ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s
❝❛♥ ❜❡ ❡①❤❛✉st❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛t ❧❡❛st ❜❡✐♥❣ ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❚✐❣❤t❡♥✐♥❣
t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦✜ts ♦❢ ♦✇♥❡rs ♦❢ ❛♥② ❡①❤❛✉st❡❞ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t
✐s ✉s❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳
■❢ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❜✉t ✐s ✐♥ ❞✐r❡❝t
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤ ✐t✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜ts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❤♦❧❞✳✶✹ ■❢ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s
✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❜✉t ✐s ♥♦t ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤
✐t✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ t❤✐s
s♣❡❝✐✜❝ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉♥❝❧❡❛r✳
❲✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✱ ❛ ♥❡✇ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s✿ ❞♦ ♦✇♥❡rs
♦❢ ❛ ♠♦r❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❣r❛❞❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧♦s❡ ♠♦r❡ ♦r ✇✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡
♦✇♥❡rs ♦❢ ❛ ❧❡ss✲♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡❄ ■❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ✐s ✐♥ ❞✐r❡❝t
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s t❤❡ ❧❡❛st ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ♦r ✐s ♠♦r❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❜✉t ♦♥❧② ❜② ❧✐tt❧❡✱ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢
t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✇✐❧❧ ✇✐♥ ♠♦r❡ ♦r ❧♦s❡ ❧❡ss ❢r♦♠ t✐❣❤t❡r ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡
✶✹❊①❝❡♣t ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳
✷✽
♦✇♥❡rs ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✳
❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ❢♦r t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ✐s ✐♥
❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ ❛❢t❡r t✐❣❤t❡r ❝❛r✲
❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ❢♦r t❤❛t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥ ❞✐r❡❝t
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡
❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❛♥❞
♥♦t ♦♥❧② ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t✱ ✐♥ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❧♦ss❡s ❢r♦♠ t✐❣❤t❡r
❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r ✇❤❡r❡ ✐♥s❤♦r❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✐❧ ✭♦✐❧ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ ❙❛✉❞✐ ❆r❛❜✐❛ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤
♦✛s❤♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✐❧ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✿ ♦✐❧ ❡①✲
tr❛❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯❑ ♦r ◆♦r✇❛② ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✐❧ ✭t❤❡ ♠♦st
♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ t②♣❡ ♦❢ ♦✐❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❛t ❢r♦♠ ❜✐t✉♠✐♥♦✉s
s❛♥❞s ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ ❈❛♥❛❞❛✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♦✇♥❡rs ♦❢ ♦✛s❤♦r❡ ♦✐❧ ♠❛② ❜❡♥❡✜t
♠♦r❡ ♦r ❧♦s❡ ❧❡ss ❢r♦♠ t✐❣❤t❡r ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♦✇♥❡rs ♦❢ ✐♥s❤♦r❡ ♦✐❧✱
❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✛s❤♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✐❧ ✐s ♠♦r❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ t❤❛♥ ✐♥s❤♦r❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✐❧✳
✭✐✐✐✮ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ✇✐t❤ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❡r❡ ❞✐s❝✉ss
❤♦✇ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞✳
❊①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✿ t❤✐s r❡✢❡❝ts t❤❡
r✐s✐♥❣ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❞❡❡♣ ♠✐♥✐♥❣ ♦r ❧❡ss ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ♦✐❧ ✇❡❧❧s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
♦r s✐♠♣❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❝♦♠❡ ✐♥ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦st❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❣r❛❞❡s ✭❍❡❛❧ ✶✾✼✻✱ ❙♦❧♦✇ ✫❲❛♥ ✶✾✼✻✱ ❑❡♠♣ ✫ ▲♦♥❣ ✶✾✽✵✱ ▲❡✇✐s ✶✾✽✷✮✳ ■♥ ♦✉r
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ❝❤❡❛♣❡r ❣r❛❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❣r❛❞❡s✱
❛s ✐♥ ❍❡r✜♥❞❛❤❧ ✭✶✾✻✼✮✱ t❤❡s❡ ❣r❛❞❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡s♦✉r❝❡ ✇❤♦s❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦st❧② ❛s ✐t ❜❡❝♦♠❡s s❝❛r❝❡r ❛♥❞ s❝❛r❝❡r✳ ❚❤❡
❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢
❝♦sts✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤
♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❥✉♠♣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ▲❡t t❤❡ ❞✐rt②✲❜❛❝❦st♦♣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳
❲❡ r❡✈✐s✐t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞
✷✾
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐s t❤❡
s❛♠❡✳ ❊❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡ ❣r❛❞❡ ❤❛s ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t t❤❡
r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ s❝❛r❝✐t② r❡♥ts ❜❡✐♥❣ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r
♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✳ ▼❛r❦❡t ♣r✐❝❡s st✐❧❧ r✐s❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❜✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r✐❝❡
✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛❞❡s✮ r✐s❡s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss st❡❡♣❧②✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ❛ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡
❝♦♠❡s ❞♦✇♥ t♦ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦✜ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❣r❛❞❡s✳ ❚❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r✿ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐rt②
❜❛❝❦st♦♣✱ ❛❢t❡r✱ ♦r ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r✳
❋r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ■❢ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♦r ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r✱ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣
❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦✜ts ✐❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤✱
♦r ✐❢ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱ ♦r ✐❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡
✐s s❝❛r❝❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦❧❧✉t✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ♣r♦✜ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❣r❛❞❡ ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✱
❛♥❞ s♦ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦✜ts ✇✐❧❧ ❛❧s♦ r✐s❡✳
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❝❛st s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥✱
s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ ❛ ❝❛r❜♦♥✲❡♠✐tt✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥
t❛①❛t✐♦♥ ✐❢ ❛ ❞✐rt✐❡r ❛❜✉♥❞❛♥t r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s
❛r❡ ♥♦t r❡❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t
t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢
t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞ ✭✐✮ ✐ts ❞❡♠❛♥❞
❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤❀ ✭✐✐✮ ✐ts ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡
❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣❀ ✭✐✐✐✮ ✐ts ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t
♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✮❀ ♦r ✭✐✈✮ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡
❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱
t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ✐ts ♦✇♥❡rs✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛
❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢r♦♠ t❤❡ st♦❝❦ ♦r t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ CO2✱ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
✸✵
♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛♠❡♥❞❡❞
t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥
❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❛r❜♦♥✲❡♠✐tt✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳
❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✐❧ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤ ✉♥❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❛❧ ♦✐❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦t❤ ❛❜✉♥❞❛♥t ✭♦✐❧ s❤❛❧❡s✱ ♦✐❧ s❛♥❞s✲❜❛s❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❝r✉❞❡s
❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❝♦❛❧✲❜❛s❡❞ ❧✐q✉✐❞ s✉♣♣❧✐❡s✱ ❜✐♦♠❛ss✲❜❛s❡❞ ❧✐q✉✐❞ s✉♣✲
♣❧✐❡s ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❣❛s✮ ❛♥❞ ♠♦r❡
♣♦❧❧✉t✐♥❣✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✲♦✐❧ ♦✇♥❡rs ♠❛② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥
t❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦ ❤♦❧❞s ❢♦r ♥❛t✉r❛❧✲❣❛s ♣r♦❞✉❝❡rs✱ s✐♥❝❡ ❣❛s ✐s ✐♥
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦❛❧✳
❖✉r r❡s✉❧ts ❧❡❛❞ ✉s t♦ r❡❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ♦✈❡r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦ss❡s
✐♥ ♦✐❧✲❡①♣♦rt r❡✈❡♥✉❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥✱ ❛s ❝❧❛✐♠❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❜② ❖P❊❈ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ▼❛❥♦r ❝♦❛❧ ♦r ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✲♦✐❧ ❡①♣♦rt❡rs ❛r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♣r♦✲♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡✐r ❧♦ss❡s ❛r❡
♥♦t ❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳ ❈❛♥❛❞❛✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤❞r❡✇ ❢r♦♠ t❤❡
❑②♦t♦ Pr♦t♦❝♦❧ ✐♥ ✷✵✶✶ ❛❢t❡r t❤❡ ❜♦♦♠ ✐♥ ♦✐❧ s❛♥❞s✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s
❡①♣♦rt❡rs✱ ♠♦st❧② ❖P❊❈✲●✉❧❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ ♦❢ t❤❡
♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡② ♠❛② ❞✐r❡❝t❧② ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥✳
❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ❣r❡❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡
❝❧✐♠❛t❡✲❝❤❛♥❣❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ❞❡❜❛t❡✳ ■❢ t❤❡ ❝❧❡❛♥✲❜❛❝❦st♦♣ ❝♦st ❢❛❧❧s ♦✈❡r t✐♠❡✱
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ●r❡② P❛r❛❞♦① ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣
❜r✐♥❣s ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣✱ ✐ts st❛rt✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡
❛s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣ ❢❛❧❧s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ❧❡ss ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✮✳
❘❡s♦✉r❝❡ ♣r♦✜ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❘✫❉ t♦ r❡❞✉❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ♦r t♦ ❡①✲
♣❧♦r❡ t❤❡ ❡❛rt❤✬s ❝r✉st t♦ ✜♥❞ ♥❡✇ ❞❡♣♦s✐ts✳ ❙✉❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ❝❧❡❛r❧②
❡①❛❝❡r❜❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❢❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t♦t❛❧ ♣r♦✜ts ✐♥ ♦✉r
♠♦❞❡❧✳
❆ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t ❖P❊❈ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✾✳✽✪ ♦❢ ✇♦r❧❞
♦✐❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✷✸✳✸✪ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✶✶✳ ❚❤❡② ❛♠♦✉♥t
t♦ ✶✷✳✽✪ ♦❢ ✇♦r❧❞ ❣❛s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✻✾✳✽✪ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❇●❘
✸✶
✷✵✶✷✮✳ ❖P❊❈ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❛♥ ✉s❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❡①❡♠♣t✐♥❣ t❤❡✐r ❞♦✲
♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t ❢r♦♠ t❤❡ t❛①✱ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦✜ts ♦r r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❧♦ss❡s✳
❆❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ str❛t❡❣✐❡s ✇♦✉❧❞ ❝❧❡❛r❧② ♠❛❦❡ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●r❡②
P❛r❛❞♦① ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✳
❆ ❆♣♣❡♥❞✐①
❆✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷
Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✜rst ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② Rd ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤
t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✭❈❛s❡ B3✮✳ ❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ Rd ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s
r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡♥ Re ✐s ♥❡✈❡r ✉s❡❞✱ ❛s ✐❢ ce + (θeµ
0 + λ0e)e
rt > cd + θdµ
0ert t❤❡♥
✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t ≤ t✱ ce + (θeµ
0 + λ0e)e
rt > cd + θdµ
0ert ✭❣✐✈❡♥ t❤❛t
cd < ce✮✳ Rd ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛t ❞❛t❡ t✱
❞❡✜♥❡❞ ❜② cd + θdµ
0ert = cb✱ Re ♣r✐❝❡ s❛t✐s✜❡s pe(t) = ce + θeµ
0ert > cb✳ ❲❡
❝❛♥ ✇r✐t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❛t ♦♥❧② Rd ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿
cb ≤
θdce−θecd
θd−θe
. ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t cb >
θdce−θecd
θd−θe
✱ t❤❡♥ Re ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣
❞❛t❡✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① τt ✇❤✐❧❡ Re ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ♠✉st s❛t✐s❢② ce+θeτt ≤ cd+θdτt✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ τt ≥
ce−cd
θd−θe
. ❚❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ♦❢ Re ✐s t❤✉s
p(t) = ce+
ce−cd
θd−θe
ert✳ ❆❧♦♥❣ t❤✐s ♣❛t❤✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡ cb ❛t
❞❛t❡ T ∗ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ce+
ce−cd
θd−θe
erT
∗
= cb. ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ Re t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✉♠❡❞✱ ✐❢ cb >
θdce−θecd
θd−θe
✱ ✐s✿ X∗ =
´ T ∗
0
D(ce +
ce−cd
θd−θe
ert)dt. ◆♦t❡ t❤❛t
X∗ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Z¯✳ ■❢ X0e > X
∗✱ Re ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞✳ ■❢ X
0
e > X
∗ ❛♥❞
Z¯ > Z0 + θeX
∗ ≡ Z∗✱ t❤❡♥ Rd ✐s ✉s❡❞ ✜rst✱ ❛♥ ❛♠♦✉♥t X
∗ ♦❢ Re ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞
t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B2✮✳ ■❢ X0e < X
∗ ❛♥❞ Z¯ < Z∗✱
t❤❡♥ ♦♥❧② Re ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥❞ Re ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B4✮✳
■❢ X0e < X
∗ ❛♥❞ Z¯ > Z0 + θeX
0
e ✱ t❤❡♥ Rd ✐s ✉s❡❞ ✜rst✱ ❛♥❞ Re ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦
r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B1✮✳
❆✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t dλ
0
e
dZ¯
< 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ D(p(t
s))
D(p(0))
θd
θe
+ (θd − θe)
µ0
λ0e
> 1. ❇②
t❤❡ ♠❡❛♥✲✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❛t❡ ti✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ 0 ≤ ti ≤ t
s s✉❝❤
✸✷
t❤❛t D(p(t
s))
D(p(0))
= 1 + D
′
(p(ti))
D(p(0))
(p(ts) − p(0)) ≥ 1 − (−D
′
(p(ti))
D(p(ti))
p(ti))
cb−ce
ce
. ■❢ ∀p✱
−D
′
(p)
D(p)
p ≤ ce(1−θe/θd)
cb−ce
≡ ǫ∗✱ t❤❡♥ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
♣r♦✜ts ♦❢ Re ♦✇♥❡rs✳
❆✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽
Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✺✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ (θd − θe)
µ0
λ0e
❜② 1− cd−ce
λ0ee
rts ✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t dλ
0
e
dZ¯
❤❛s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ −D(p(t
s))
D(p(0))
θd
θe
+ cd−ce
λ0ee
rts . ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t λ
0
ee
rts > (θd −
θe)µ
0ert
s
✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t µ0ert
s
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ce✱ ❛s (µ
0ert
s
, t− ts) ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❜② θd
´ t−ts
0
D(cd + µ
0ert
s+ru)du = Z¯ − Z0 − θeX
0
e ❛♥❞ µ
0ert
s
er(t−t
s) =
cb− cd✳ ❆♥❞ µ
0ert
s
✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② Z¯✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ0e
rts ✱ ❛s
−D(cb)
D(ce)
θd
θe
+ cd−ce
(θd−θe)µ0ert
s ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ce✱ ❢❛❧❧s ✇✐t❤ ce✱ ❛♥❞ ✐s str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡
❢♦r ce = cd✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts c
∗ s✉❝❤ t❤❛t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ❤♦❧❞s✳
❆✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞s D(p(ts)) ❛♥❞ D(p(0)) ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦ X0e ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ lim
X→0
D(p(ts))
D(p(0))
= 1✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ∀ǫ✱ ∃X∗ s✉❝❤ t❤❛t
X0e < X
∗ =⇒
{
D(p(ts))
D(p(0))
≥ 1− ǫ ❛♥❞ θeX
0
e + Z
0 < Z¯
}
✳ ❚❛❦❡ ǫ < θd−θe
θd
❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ X∗✱ t❤❡♥ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t✱ ❢♦r X0e < X
∗✱ dλ
0
e
dZ¯
< 0✳
❆✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵
Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✺ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t dλ
0
e
dZ¯
❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❛s−θdD(p(t
s))+
θeD(p(0))+rθdµ
0θe
´ ts
0
D′(p(t))ertdt✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ dλ
0
e
dZ¯
= 0✱ d
2λ0e
d2Z¯
❤❛s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢✿
−θdD
′(p(ts))λ0ere
rts dts
dZ¯
+(θe−θd)D
′(p(0))θe
dµ0
dZ¯
−θd
dµ0
dZ¯
θe
´ ts
0
D′′(p(t))rertλ0ee
rtdt.
■❢ D′′ ≤ 0✱ −θd
dµ0
dZ¯
θe
´ ts
0
D′′(p(t))rertλ0ee
rtdt < 0✱ t❤✉s d
2λ0e
d2Z¯
| dλ0e
dZ¯
=0
< 0✳
❆✳✻ Pr♦♦❢ ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✶✸
CO2 ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ cb ≥ min(ce + θecccs, cd + θdcccs)✳ ❲❤❡♥ CO2
✐s ❝❛♣t✉r❡❞✱ Re ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ce + θecccs >
θecd−θdce
θe−θd
✳
■t ✐♠♣❧✐❡s ❛❧s♦ t❤❛t ce + θecccs ≤ cd + θdcccs✳ ■❢ ✉s❡❞✱ Re ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞✱
✸✸
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st❡❞ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✇❤♦s❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❛r❡
❝❛♣t✉r❡❞ ❡q✉❛❧s ce+θecccs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s♦✉r❝❡s
❛t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐✳❡ min(cb, cd+ θdcccs) t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡
❡①✐sts ❛ q✉❛♥t✐t② X∗(Z¯) s✉❝❤ t❤❛t✱ ♦♥❧② Re ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ X0e ≥ X
∗(Z¯)✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t¯ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ Re t♦ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡r ❝❧❡❛♥
❜❛❝❦st♦♣✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s (λ0e, µ
0, t, t¯, X∗) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ ✭✐✮ ce + λ
0
ee
rt¯ + θecccs =
min(cb, cd + θdcccs)❀ ✭✐✐✮ cd + θdµ
0 = ce + λ
0
e + θeµ
0❀ ✭✐✐✐✮ cccs = µ
0ert❀ ✭✐✈✮
θe
´ t
0
D(ce + λ
0
ee
rt + θeµ
0ert)dt = Z¯ − Z0❀ ✭✈✮ X∗ = Z¯−Z
0
θe
+
´ t¯
t
D(ce + λ
0
ee
rt +
θecccs)dt✳ X
∗ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ♦❢ Re t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ ♦♥❧② Re ✐s
✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ■❢ X0e > X
∗(Z¯) t❤❡♥ Rd ✐s ✉s❡❞✱ ♣r✐♦r t♦ Re✱ t♦
❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ■❢ ❝❛♣t✉r❡ ✐s ✉s❡❞✱ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡
❝❡✐❧✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ X0e > X
∗(Z¯) ❛♥❞ ce + θecccs >
θecd−θdce
θe−θd
✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♦❢ Re ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ✐❢
❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❲✐t❤
λs ≡ λe(t
s) ❛♥❞ µs ≡ µ(ts)✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ♦❢ Re ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s✿ ✭✐✮ ce+λ
ser(t¯−t
s)+ θecccs = min(cb, cd+ θdcccs)❀ ✭✐✐✮ cd+ θdµ
s = ce+
λs+θeµ
s❀ ✭✐✐✐✮ cccs = µ
ser(t−t
s)❀ ✭✐✈✮ X0e =
´ t
ts
D(ce+λ
ser(t−t
s)+θeµ
ser(t−t
s))dt+´ t¯
t
D(ce+λ
ser(t−t
s)+θecccs)dt. ❚❤✐s s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡s (λ
s, µs, t− ts, t¯− ts)
✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Z¯✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ❢♦r Re ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤
Z¯✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡♠✐ss✐♦♥s ❢r♦♠ Re ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ Rd ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ❧♦✇❡r❡❞✳
❆s t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ❢r♦♠ Rd t♦ Re ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Z¯ ❡✐t❤❡r✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ Rd ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛t t❤❡ ❞❛t❡
♦❢ s✇✐t❝❤ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✐s ❤✐❣❤❡r ❛s t❤❡
❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ❧♦✇❡r❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t
t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ❛♥❞ Re ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ✐✳❡ ✐❢ cb ≥ min(ce+θecccs, cd+θdcccs)
❛♥❞ ce + θecccs >
θecd−θdce
θe−θd
❛♥❞ X0e > X
∗(Z¯)✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✳
✸✹
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❆❧❧❡♥✱ ▼✳ ❘✳✱ ❋r❛♠❡✱ ❉✳ ❏✳✱ ❍✉♥t✐♥❣❢♦r❞✱ ❈✳✱ ❏♦♥❡s✱ ❈✳ ❉✳✱ ▲♦✇❡✱ ❏✳ ❆✳✱ ▼❡✐♥s❤❛✉s❡♥✱
▼✳ ✫ ▼❡✐♥s❤❛✉s❡♥✱ ◆✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❵❲❛r♠✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❝❛r❜♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥s
t♦✇❛r❞s t❤❡ tr✐❧❧✐♦♥t❤ t♦♥♥❡✬✱ ◆❛t✉r❡ ✹✺✽✭✼✷✹✷✮✱ ✶✶✻✸✕✶✶✻✻✳
❇❛r♥❡tt✱ ❏✳✱ ❉❡ss❛✐✱ ❙✳ ✫ ❲❡❜❜❡r✱ ▼✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❵❲✐❧❧ ♦♣❡❝ ❧♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❦②♦t♦ ♣r♦t♦✲
❝♦❧❄✬✱ ❊♥❡r❣② P♦❧✐❝② ✸✷✭✶✽✮✱ ✷✵✼✼✕✷✵✽✽✳
❇❛rts❝❤✱ ❯✳ ✫ ▼ü❧❧❡r✱ ❇✳✱ ❡❞s ✭✷✵✵✵✮✱ ❋♦ss✐❧ ❋✉❡❧s ✐♥ ❛ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ❈❧✐♠❛t❡✱ ❖①❢♦r❞
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✱ ❯❑✳
❇❡r❣str♦♠✱ ❚✳ ❈✳ ✭✶✾✽✷✮✱ ❵❖♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♦✐❧ r❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐s❡ t❛①✬✱ ❆♠❡r✲
✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✼✷✭✶✮✱ ✶✾✹✕✷✵✶✳
❇❡r♥st❡✐♥✱ P✳ ▼✳✱ ▼♦♥t❣♦♠❡r②✱ ❲✳ ❉✳✱ ❘✉t❤❡r❢♦r❞✱ ❚✳ ❋✳ ✫ ❨❛♥❣✱ ●✳✲❋✳ ✭✶✾✾✾✮✱
❵❊✛❡❝ts ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r♠✐t tr❛❞✐♥❣✿ ❚❤❡ ♠s✲♠rt ♠♦❞❡❧✬✱ ❚❤❡
❊♥❡r❣② ❏♦✉r♥❛❧ ✷✵✭❙♣❡❝✐❛❧ ■ss✉❡✮✱ ✷✷✶✕✷✺✻✳
❇●❘ ✭✷✵✶✷✮✱ ❊♥❡r❣② r❡s♦✉r❝❡s ✷✵✶✷✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❇●❘✱ ●❡r♠❛♥ ❋❡❞❡r❛❧ ■♥st✐✲
t✉t❡ ❢♦r ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❘❡s♦✉r❝❡s✱ ❍❛♥♥♦✈❡r✱ ●❡r♠❛♥②✳
❇r❛♥❞❡r✱ ❏✳ ✫ ❉❥❛❥✐❝✱ ❙✳ ✭✶✾✽✸✮✱ ❵❘❡♥t✲❡①tr❛❝t✐♥❣ t❛r✐✛s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢
❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✬✱ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✻✭✷✮✱ ✷✽✽✕✾✽✳
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